A NATUREZA DO HORIZONTE DE EVENTOS
- BURACOS NEGROS DE SCHWARZSCHILD

Rafaello Virgilli !

Resumo

Este trabalho discorre sobre a solucao de Schwarzchild para as
equacoes de Einstein, em particular sobre o horizonte de eventos. Em
um primeiro olhar verifica-se que hd uma singularidade sobre essa su-
perficie, ou seja, a solugao nao estd definida no horizonte de eventos.
Faz-se portanto uma analise do sistema de coordenadas usado de forma
a demonstrar que essa singularidade nao é intrinseca da geometria do
espaco-tempo. Por fim, demonstra-se que trajetérias que cruzam essa
superficie seguem de forma inexoravel em dire¢ao a singularidade no
centro do buraco negro.
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1 Introducao

O conceito de buraco negro nasce da lei da gravitagao que diz que matéria
atral matéria e essa atracao é chamada de forca gravitacional. A matéria
no universo se estrutura em particulas e a interacao dessas particulas se da
por forcas fundamentais existentes no universo.

Quando tem-se um actimulo suficiente de matéria a forca gravitacional
supera as demais forcas, fazendo com que a estrutura da matéria colapse
sobre si mesma, formando o que se conhece como buraco negro.

As forcas gravitacionais envolvidas em tal fenomeno sdo gigantescas,
fazendo com que até mesmo a luz nao consiga escapar, justificando assim o
titulo de “buraco negro”.

O fisico e astronomo Karl Schwarzschild chegou em 1916 & primeira
solucao para as equagoes de campo de Einstein propostas nas Teoria da
Relatividade Geral, definindo a métrica para esse modelo e as singularidades
que foram evidenciadas por tal métrica.

Apenas em 1960 foi proposta uma solugao analitica completa na qual a
regiao do horizonte de eventos nao é singular. Tal fato demonstra, portanto,
que essa é apenas uma singularidade do sistema de coordenadas pretérito.



2 Observaveis

Como ja citado, se a massa de um objeto for suficientemente grande entao
toda a matéria que o compde colapsard em um unico ponto. Sendo assim, a
solugao de vacuo das equagoes de Einstein é valida para todo r # 0 e possui
simetria esférica.

Para esse caso temos a solugao de Schwarzschild:

2M oM\ !
ds* = — (1 - T) dt* + (1 — T) dr? + r?d6* + r’sen’0dg* (1)

Essa solugao deveria valer para todo r # 0, porém é visivel que ela apresenta
uma singularidade para r = 2M. A questdo é saber se a singularidade é
intrinseca da geometria do espago-tempo ou se ela é fruto da escolha do
sistema de coordenadas. Analisando como os observaveis se comportam
para r = 2M serd é inferir qual é o caso.

Uma particula “caindo” radialmente em direcao a r = 0 e, portanto,
com momento angular nulo, obedece a seguinte equagao:

2
(j) oM o L
g " (E2—1+¥)

sendo que o sinal de menos indica que a coordenada r da particula decresce
com o tempo préprio. Sendo assim, o tempo préprio que decorre de a
particula sair do repouso em R e “cair” até r = 2M é expresso por:

R
dr

AT = <E2—1+¥)1/2

2M

Para E2 > 1 0 integrando é finito e, consequentemente, A7 € finito. Se
E? = 1, o integrando continua finito na regido de integracdo. Se E? < 1,
pela equacdo (2), r < 2M/(1 — E?), e dessa forma o integrando também 6é
finito. Portanto, em qualquer caso o tempo préprio da particula para que
ela va de r = R até r = 2M é finito.

Por definicao, E = —po/m, Uy = po/m e U é a quadrivelocidade da
particula. Entao

00 2IM —1~
o 9t _ 0077, = 410 p0:<1_) E
dr m r



E portanto

Edr Edr
dt = oMy

(1=%7) (1—%)(E2—1+¥)U2

Fazendo uma mudanga de varidvel e = r—2M e admitindo, por simplicidade,
que E =1, temos:

€+ 2MY\ (e+42M)Y/? 1 (e42M)3/?
dt = — =— de
€ (2M)1/2 (2M)1/2 €
Para e < 2M
(2M)3/2 3 € \de 13
==\ “2aar) « = M\ or ) %

O termo —2M /e, quando integrado introduz uma parte do tipo In(e),
que sera calculado nos extremos ¢ = R — 2M e ¢ = 0.

Este dltimo obviamente diverge. Sendo assim, a coordenada t da particula
diverge quando a particula chega em r = 2M. Portanto o tempo proprio,
que é um observavel, é finito e o tempo coordenado diverge.

Outra grandeza que nao depende de sistemas de coordenadas é o escalar
de curvatura R, cujo valor é finito para r = 2M. A demonstracio desse fato
encontra-se no Apéndice 1.

Analisando a regido em que r < 2M vemos que

-1
—(1-) >0 e (1207 <o
e portanto em uma trajetéria onde dt = df = d¢ = 0 temos que ds® =
(1—2M/r)"'dr? < 0. Ou seja, r é uma coordenada tipo tempo. Ana-
logamente concluimos que, em uma trajetoria onde dr = df = d¢ = 0,
ds?> = — (1 —2M/r)dt?> > 0 e portanto t é tipo espaco.
As trajetorias radiais tipo luz obedecem a

dt 1

g A — tr) =+ (r—2M +2M1n|r — 2M
dr — 1—2M/r (r) =+(r +2Mnlr D+e

Com essas informacgoes chega-se ao seguinte diagrama “t x r”:
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Figura 1: Diagrama ¢ x r

Pelo diagrama percebemos que os cones de luz vao se fechando quando
r — 00.

Além disso, percebemos que qualquer particula que esteja em r < 2M
tera sua coordenada r diminuindo conforme o seu tempo préprio aumente,
ainda que seja um féton.



3 Sistema de coordenadas Kruskal-Szekeres

O melhor modo para mostrar que essa é uma singularidade do sistema
de coordenadas é apresentar outro sistema de coordenadas que nao pos-
sua singularidade em r = 2M. Tal sistema de coordenadas, proposto por
Kruskal-Szekeres, é descrito pelas seguintes equagoes:

u (r/2M — 1)Y/2 e/4M cosh (t/4M)
, > oM
{ v o= (r/2M — 1)V e/ Mgen (¢/4nr) PN "
3
u (1 —r/2M)"? ¢"/*Msenh (¢ /4M)
, > 2M
{ v = (1—r/2M)Y2e/4M cosh (t/4M) para ¥
A partir de (3) obtemos a métrica abaixo:
3
ds® = —%e—r/w (dv? — du?) + r?dQ?
onde 7 é dado implicitamente por:
<L — 1) e"/?M ( cosh? Ty senh? t para r > 2M
9 9 2M AM aM ) )"’
ut—v* =
(1 — Ll) ¢"/?M [ senh? L cosh? o para r < 2M
2M 4M 4M ’
wl —? = <L _ 1) or/2M (4)
2M

O célculo dessa métrica estd explicitado no Apéndice II.

E importante notar que esse sistema de coordenadas, de fato, ndo possui
singularidade em r = 2M.

Outra importante caracteristica é que se ds?> = dQ2? = 0, entao du + dv.
Ou seja, os cones de luz sdao como os que encontramos numa solugdo sem
météria (vacuo). Isso quer dizer que as trajetdrias radiais tipo luz fazem
sempre 45° com os eixos coordenados.

Por (4) temos que, quando r é constante, os lugares geométricos no plano
u X v sao hipérboles. Quando r = 2M, u = +v e portanto esse é o cone de
luz que intercepta a origem.

Porém u (r =2M,t) = v (r =2M,t) = 0,Vt € R. Ou seja, toda a linha
r = 2M, para qualquer t, estd identificada na origem do plano u x v. Como
esse sistema de coordenadas nao apresenta singularidade em r = 2M entao,
de fato, esses pontos sdo 0s mesmos no espago-tempo.



Para r < 2M as hipérboles de r constante sao tipo espago e para r >
2M essas hipérboles sdo tipo tempo. Além disso essas hipérboles tendem
assintoticamente para u X v. Isso decorre imediatamente de (4).

O valor minimo de r é 0 e, portanto, a singularidade de r = 0 serd4 uma
hipérbole nesse sistema de coordenadas, e ela caracteriza o fim do espago-
tempo nessa representacao.

As linhas de t constante, sendo ortogonais as linhas de r constante, séo
linhas radiais (assim como no espago de Rindler).

Uma linha de mundo que atravesse a superficie (r = 2M,t = co) entra
na regiao onde r é uma coordenada tipo tempo e, portanto, estd fadada a
“cair” na singularidade fisica (r = 0).

Figura 2: Diagrama u X v. Coordenadas de Krustal-Szkeres



A Apéndice I - Calculo do Escalar de Curvatura

Para o calculo do Escalar de Curvatura, devemos primeiramente determinar
os simbolos de Christoffel, o que fazemos a partir de:

1
F,ﬁy = igp)\ (g,u)\J/ + Gu,u — gul/,/\) >

onde as coordenadas da métrica sao obtidas do elemento de linha:

2M oM\ !
ds® = — <1 - > dt* + (1 — ) dr? + r2d$2?,

T T

e gt = gi, pois a métrica é diagonal. Sendo assim g, e suas derivadas
Hp
ficam:

2M
goo=—(1—-—
r

r
goo =17

goo,r = 2r

9op = r?sen?6

Jobr = 2rsen?6
b0 = 2r2senf cos 0

1 1
F;Ow = 59())\ (guA,V + Guap — g/u/,)\) = 5900 (g,u(),u + gvo,u _MO)
1 M oM\ !
0 _ 00 —
PrO - 59 goo,r = 7‘72 <1 — 7‘>

1 1
F,Zy = §gT)\ (gu)\,u + Guap — guu,)\) = igTT (g,ur,z/ + Guryu — g;w,r)



Se 12 7é Vy, Gury = Gury = Guuv\ = 0. Entao p = v.

1 M 2M

2 r
1 M 2M\
quzr = 597'7‘97”7“77“ = 77“72 <1 - 1">

1
oo = —§9Tr999,r =2M —r

1
b = _igwgd)d)’r = (2M — r)sen’d

1
PZV = 599/\ (gu)\,zz + Jui,u — g,uu,/\)

1
= 5960 (g,uG,u + Jvo.u — g;w,@)

1
Fg = —igeagw,g = —senf cos O
1 1
0 00
Fre = 59 goeor = ;
1
qu = g¢)\ (gu/\,u + Juv )\ — g;w,)\) = §g¢¢ (guqb,u + o, _MO)
1 1
¢ _ _
Fms = §g¢¢g¢¢,r = ;

1
Ths = §9¢¢9¢¢,9 = cotgf
Tensor de Ricci (coordenadas que interessam para o calculo de R, Ry, = 0)

Roo = Rpyo + Rigo + Riyg

a=r a=0
. . P A =SS S
oo = Loor —Lror  + 10006 —Trol'ao
oM oM\ M2M M oM\ M oM\ !
e P e e
73 r r2 r2 2 r ) r? r

M oM\ ' M oM
(1= == = (1= ==
r2 r 72 r

2M< 2M>+2M2 M2 M?
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0 0 = 0
0 0 0
Rogo = % - /9/0( + TGl e —LToetao

0

07
M( 2M>
r r

0] ) 0 ) 0 ]
Ry = % _/@( + T60 s —Loot a0

RTT = R?Or + RQQT + quﬁr

a=r a=0

0

0 0 0 0 0
Rr()'r = FT’,O 7F0T,T+F7€Yrra07 SOFa'r
B 2M ( 2MN\T' M (. 2MN\T'M
o r3 r r2 r r2
M oM\ ' M oM\t M2 oM
i) Z (-2 (-2
r2 r r2 r ré r
_ M 2MN\TT2ME 20\ TE2ME () 2M
3 r r4 r ré r
9 1
(-
r r
0 a=r a=
—
R0, = T9 19 +r1°1% 1919
TrOr T Or,r rr+ af or- ar
1 Mo 2MNT o1 M 2MNT
o2 g3 r r2 3 r
0 a=r a=
R, = LY, —T?  +T0T%, —T5I%,
ol oMmooeMNTT o1 M 2M T
o2 3 r 72 r3 r

X



oM oM\ ' M oM\ ' M oM\
Rp="(1-—7) -=(1-=—) -=(1-=—] =0
T T T T T T

Rgg = Ry + Riyg + Rg)qse

0 0 = 0
Ry = T —Ts — D0 —Lers
M

(2

r
M 2M oM\
T
r T T
_ M
- T
0 a=r a=0
—
oo = Thor —Trgy + 60T — Logling
M oM\ ' 1
M 2M
= —-14+—-—+1
T T
B M
- T
a=r a=q¢

[0 o) 0 0] ¢ o]
« «
Rppy = ;ee/q; —Tgs0 1001 0p —Tgol e

1
= 1+cotg?d + (2M —r) — — cotg?f
T

oM
= 1+2= 1
T
oM
a T
M M 2M
SRy=————4+—=0
T T r

0 0
Roo = Roop + Rorg + Ry
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a=R
Rios = Tgo ~Thsy +T5,T% ~Toska,
2M

M -
- (2M — 207 (1 - 22
( r)sen0r2< . )

M
= ——sen%)
,

a=r a=

0 —/~— ——
Riy = Tosr —Drgo +TosTar —TiTog

-1
= —sen’f + (2M — r)sen’d (—M) (1 — W) ! (2M — r)sen?d

r2 r r
9 M 2M
= sen‘0(-1+———+1
T T
= —sen?d
,
0 a=r a=¢
Pl 09,0 .0 PP b 09~ ad

1
= senf — cos? 0 + (2M — r) sen?0~ + cotgfsend cos 0
T

2M
= sen’f — cos® 6 — (1 - ) sen?6 + cos? 0
r

2M
= " sen’d
"

2M
5. Ryy = ——sen?d — —sen’d) + ——sen’d = 0
r r r
Como R = R", = g" R,,, e como a métrica ¢ diagonal, entao
R=g"Roo+ g Rer + 9" Rog + 9°" Ry = 0 (5)

Portanto o escalar de curvatura associado a métrica de Schwarzschild (1)
tem valor 0 para todo ponto onde a métrica estiver definida.
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B Apéndice II - Métrica nas coordenadas Kruskal-
Szekeres

Temos que as coordenadas de Kruskal-Szekeres para r > 2M sao dadas por

e para r < 2M sao dadas por

r \1/2 t
_ . r/AM
Y (1 2M> © senh <4M>

r o\1/2 t
_ 0 r/4M v
) (1 2M) e cosh <4M>

A métrica deste novo sistema de coordenadas serd determinada a partir da
métrica de Schwarzschild, pela seguinte regra de transformagao de coorde-
nadas

ou® ou”
QS\V = ngop (6)

onde o sistema com linhas é o sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres
e o sem linhas é o de Schwarzschild. De (6), e lembrando que a métrica de
Schwarzschild é diagonal, segue que

ot\? ar\”

Guu = (8’&) goo + <au> grr (7)
onde goo € g sa0 elementos da métrica de Schwarzschild. Entao:
ou 1/ 7 -1/2 1 r /2 1 t
. (= 1 - r/4aM 1 - r/4aM h —
or (2 =1 o™+ G =) ™) eoh (a7
r -1/2 r /2] 1 t
= [(— -1 — 1 — "M cogh [ ——
[<2M ) * <2M ) ] e <4M>

= —e cosh [ —
r 1/24M 4M
2M (557 — 1)
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Dai:

2
@ = r 1 ¢"?M ¢osh? t
or AM? (55 — 1) 16 M2 4M
r? 1 t
— /2M h2 v
oMr —4M2 16020 " <4M>

g —_— h _—
r—oM2M 16a2° M \amr

oM\t t
_ i o r/2M 2( _°
(1 " ) 32M36 cosh (4M>
ou r 1/2 gr/4M t
o= (r 1) “pppenn (4]\/[)

ou\? r er/2M of 't
(m) = (53~ Y) T <4M)
r—2M 1 t
— r/2M 2( _°
b 1Az senh <4M>

_r=2M r r/2M o t
- P e Wy

_ 2M T 7./21\4 2 t
- <1_ r >32M3e senh™ | 777

Tem-se, a partir de (7), que

o — (1_2M) (1_2M>1 MY w1
b T T r senh?(t/4M)
-1 3
+ (1 _ QM) (1 _ 2M> S2ME rponr 1
T r r cosh(t/4M)
_ 32M3e_T/2M 1
r cosh?(t/4M) — senh?(t/4M)
_ 32M36—r/2M
r

Calcula-se agora g,, para r > 2M, a partir de

ot\? or\?
Gov = (3’0) goo + (av> Grr (8)
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Acima, goo € g sa0 elementos da métrica de Schwarszchild. Para r > 2M,
a coordenada v pode ser escrita em funcao da coordenada u por

_senh(t/4M)
B ucosh(t/4M)

Como valem dcosht/dt = senht e dsenht/dt = cosht e com os calculos
acima de (9u/dr)* e (8u/ot)?,

v\ 2 oM\~ ' r t
i — il r/2M 2( _“
(ar> (1 - ) 3oa3C senh <4M>

ov\? 2M r t
- - _ r/2M 2( v
(at> (1 r )32]\43e cosh <4M>

Entao, a partir de (8),

-1 3
S 1) YT T
r r r cosh®(t/4M)

+ <1 _ W) <1 _ W) 32M e~ T/2M 5 1
r r r senh®(t/4M)

32M3 Y 1
T senh?(t/4M) — cosh?(t/4M)
- 32M3 e—r/QM
"

Novamente a partir de (7) e (8), calculam-se gy, € gy, porém agora para
r<2M.

ou 1 r \—1/2 1 r \1/2 1 t
i - 0 - r/4AM 0 - r/AM s
or [2 (1 2M> < 2M> ot (1 QM) ¢ ] senh <4M)

= - " eT/4Msenh <t>
2M(1* r )1/2 4M 4M




ou ro\1/2 "/4M t
o= (-aw)  ap oo (4M>
2

gu)"__ 1— 2M rer/2 cosh? .
o) r ) 32M3 AM
Por (7):
—1 3
(B (TR
r r r cosh(t/4M)
_ 1_% 1_% 32M o T/2M 1
r r r senh(t/4M)
— 32M° efr/2M

Para r < 2M, escreve-se
cosh(t/4M)
= Uy—:
senh(t/4M)

Conforme ja foi justificado, pode-se obter dv/0r e dv/0t com base nos
calculos andlogos ja realizados para a coordenada u:

ov\? oM\ ' r t
- - _ = o r/2M 2 ( v
(m) <1 r ) sapC b <4M>

e
v\ 2M r t
_ = |1 === r/2M h2 s
(at) < r ) soa3” P \am
Por (8):
2M 2M\ "' 32M° 1
gw = |1=——)(1—— 3764/2]”2—
r r r senh”(t/4M)
-1 3
_ 1_% 1_% 32M o~ T/2M 1
r r r cosh?(t/4M)
32M°
_ _7e—r/2M
”

As coordenadas angulares nao se modificam e, portanto, a métrica, no sis-
tema de coordenadas de Kruskal-Szekeres, é dada por

_32M? o 7/2M
,

ds® = (dv* — du?) + r*dQ?
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