MOVIMENTOS UNIDIMENSIONAIS
PERIODICAMENTE FORCADOS

Rafaello Virgilli !

Resumo

Muitos problemas em Mecanica Classica podem ser modelados por
uma particula submetida a uma forca periddica em um sistema com
apenas um grau de liberdade. Nesse texto vamos analisar uma res-
tricao desse caso, onde impomos algumas condigoes sobre a forga que
age sobre a particula. Tais restricoes se mostram bastante interessantes
para tratar de alguns problemas em Fisica, como por exemplo o pro-
blema de Sitnikov que serd introduzido. Serao caracterizados os tipos
de solucoes e demonstradas importantes propriedades das condigoes
iniciais e das solugoes desse problema.
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1 Introducao

O problema conhecido como de Sitnikov é o problema de trés corpos
representado na figura abaixo:
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Figura 1: Configuragao do problema de Sitnikov

Os corpos que descrevem trajetdrias elipticas tém massas m; = mg = %,

e s&o chamados de corpos primarios. Nosso interesse é estudar o movimento
do terceiro corpo, que tem massa ms < mj = ma, de forma a nao interferir
sensivelmente no movimento dos corpos primérios. Esse corpo se movimenta
sobre uma linha ortogonal ao plano de movimento dos corpos primarios, que
passa pelo centro de massa dos mesmos.

As distancias || 7 1(¢)|| e || 72(t)|| dos corpos primérios ao seu centro de
massa O sao iguais. Normalizamos o periodo da drbita dos corpos primérios
como 27 e consideramos a constante gravitacional unitéria. Temos que:

1
17 @ = II71@)l = I 72()] = 5 (1= cos(t) + O(?).
Nomeando o eixo de movimento do corpo de massa mg, que chamaremos

de corpo secundario, de z, a posi¢ao deste corpo sera dada por x(t). Entao
sua distancia aos corpos primérios serd dada por:

d(t) = \/r2(t) + 22(0).

Assim, a forga de atragao gravitacional agindo no corpo secundario sera:
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onde usamos que 7 1(t) = — 7 o(t).
Aplicando a segunda lei de Newton:

maz(t)

(22(t) + r2(t))2

m3.f(t) = —

9

ou seja:

. x(t)
i(t) = — - (1)
(22(t) +r3(t))?

Notemos que uma solugao qualquer de (1) tem pelo menos um zero. De
fato, se x(t) # 0 para todo t, por (1) vemos que, se z(t) > 0 para todo t,
x(t) é concava para baixo, o que nao pode ocorrer juntamente com x(t) > 0
para todo t. E, se z(t) < 0 para todo t, z(t) é concava para cima, o que nao
pode ocorrer juntamente com z(t) < 0 para todo t.

Suponhamos que z(t) seja uma solugao de (1) com condigoes iniciais:

x(to) = 0,j7(to) =19 > 0.
Entao z(t) = —z(t) é solugao do (1) com condigdes iniciais:
Z(to) = 0,(to) = —vo,

bastando, portanto, considerarmos vy > 0.

Trataremos do problema de forma mais geral, estudando doravante a
equacao:

Z= _Q(x7t)7 (2)

onde Q(z,t) é uma fungdo de = e t provida de certas propriedades que
veremos a seguir.



2 A Equagao & = —Q(z,1)

Consideremos a equagcao (2) de forma que Q(z,t) satisfaga as seguintes pro-
priedades:

1° - Q(=,t) é de classe C! em R2.

2° - Q(x,t) é impar em x e 2m-periddica em ¢.

3° - Q(z,t) > 0 para todo = > 0 e para todo t € R.

4° - Existe uma fungao ¢ (z) integrével em [0, +00) tal que:

'(W
ot

‘ <(z), para todo z € R e todo t € R.

Definicao 1 Uma solugdo x(t) de (2) € dita
e hiperbolica para t — oo quando:

lim #(t) = veo # O,tlim x(t) = £oo;
—00

t—o00

e parabdlica para t — oo quando:

lim #(t) = 0, lim z(t) = fo0;
t—o0 t—o0
e oscilatéria parat — oo quando existe uma sequéncia de tempos {t, }nen
tal que limy, o0 t,, = +00 com x(t,) =0, e x(t) # 0 para algum t.
De forma andloga definem-se solugoes hiperbolicas, parabdlicas e osci-
latorias para t — —o0.

Proposicao 1 Cada solug¢ao de (2) é parabélica, hiperbdlica ou oscilatoria
para t — 0o, e € parabdlica, hiperbdlica ou oscilatoria para t — —oo, ou €
identicamente nula.

demonstragao: Demonstraremos para t — co. A prova para t — —o0
é andloga.

Como, por 2°, Q(z,t) é impar em zx, temos que a fun¢ao identicamente
nula é solugao de (2).

Seja x(t) uma solugdo com infinitos zeros no eixo positivo. Seja tg um
desses zeros. Se #(ty) = 0, entdo z(t) = 0, pela unicidade de solugdes.
Suponhamos entao que @(tg) # 0. Entao os zeros nao podem estar contidos
num conjunto limitado, pois nesse caso eles se acumulariam em algum ¢
e, pela continuidade de solugdo, terfamos #(f) = 0, e x(t) seria a solugdo
identicamente nula, e ai terfamos #(t9) = 0. Entao existe {¢,}nen tal que
lim;, 00 t,, = +00 com z(t,) = 0, e a solugao é oscilatéria.



Consideremos agora o caso em que z(t) tem um ntimero finito de zeros
no semi-eixo positivo. Seja ty o maximo destes zeros. Temos:

$(t0) = O,i(to) 75 0.

Suponhamos agora, sem perda de generalidade, que #(tg) > 0. Assim,
x(t) > 0 para t > to. Entao, por 3°, Q(x(t),t) > 0 para t > t( e, portanto,
#(t) é decrescente para t > tg, por (2). Isto é, @(t2) < &(t1) < &(t9) < o0,
se tg < t1 < t2. E temos também que #(t) > 0 para todo t > tg, ou z(t) se
anularia novamente, o que contraria a defini¢ao de tg. Disso concluimos que
im0 () = Voo com 0 < v < 00. E claro que esse limite existe, pois,
para t > tg, ©(t) é uma fungao decrescente e limitada.

Se v > 0, entdo limy_,o () = 00, e a solugao é hiperbdlica.

Resta mostrarmos que, com v = 0, limy_,oo z(t) = 00. Suponhamos
que lim; o 2(t) < b < co. Integrando (2), obtemos:

o] t
Q(x(s),s)ds = lim [ Q(x(s),s)ds = lim (&(tg) — ©(t)) = x(to).
t—o00 t—o0

to to

Assim, a integral acima converge. Pelo critério de Cauchy:

' 2(n+1)w
nh_)Igo - Q(z(s),s)ds = 0.
E entao:
2(n+1)m 2T
0 = lim Q(z(s),s)ds = lim Q(z(s + 2mn), s + 2mn)ds
2 27
= lim Q(x(s + 2mn), s)ds = Q(b, s)ds.

Entao fo% Q(b,s))ds = 0, o que contradiz 3° . Logo lim;_,~ x(t) = oo,
e a solucao é parabdlica.

Seja x(t, v, T) a solugdo com condigoes iniciais:

z(r,v,7) =0, z(1,v,7)=".



Como Q(z,t) é impar em z e 27r-periddica em ¢, temos que:
z(t,v,7) = z(t + 27, v, 7 + 27), (3)
xz(t,—v,7) = —x(t,v,7). (4)

Pelas equagoes acima vemos que basta considerar, nas condigoes iniciais,
apenas velocidades positivas e instantes iniciais 7mod(2m).

Seja v > 0 e (7,7') o intervalo maximal onde z(t,v,T) permanece posi-
tiva, podendo 7’ ser infinito. Definimos entao:

Xt(v,7)= sup z(t,v,7).
TLT!

Se 7/ é finito:

Xt(v,7) = _max x(t, v, T).

Ao instante de tempo ¢ em que a solugao atinge o valor X (v, 7) cha-
mamos T+ (v, 7). Esse tempo é determinado univocamente, pois Q(x,t) > 0
para z > 0. Se X (v, 7) = 0o, entao a solugao z(t,v,7) é parabdlica ou hi-
perbdlica. Nesse caso, definimos T (v, 7) = co. Se X (v, ) é finito, entao
7/ < 00, x(t,v,T) é concava e & é decrescente, e assim z(t,v,7) atinge uma
tinica vez seu méximo X (v, 7).

Definimos X (0,7) = 0.

Vide figura 2. As fungoes X~ (v,7) e T~ (v, 7) sdo andlogas a X+ (v,7) e
T+ (v, ), respectivamente, e serao posteriormente definidas com mais rigor.
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Figura 2: X*(v,7) e T*(v,7)

Proposigao 2 1 - A funcao Xt € continua para todo 7 e v > 0 e a funcao
T+ € continua para todo 7 e v > 0.

2- Se {Tn }nen € uma sequéncia limitada inferiormente, Q(x,t) € limitada su-
periormente e {vp }nen € uma sequéncia de velocidades positivas tal que v, —
00 e X (vp, 7)) — 00, entdo 7, — oo e, consequentemene, T (vy,, T,) — oo.

demonstragao: Primeiramente, demonstremos a parte 1. Considere-
mos vy > 0, 7, < 00 e sejam t1, to tais que 19 < t1 < T (vo, 7o) < t2 < 7).
Temos:

i(t,vo,T()) >0 para t e [To,tl] e i‘(tz,vo,ﬂ)) <0

x(10,v0,70) = 0, &(70,v0,70) = vo # 0.

Pelo teorema da fungao implicita, existem uma vizinhanca U de (vg, 19),
uma vizinhanca V de 79 e uma tnica fungao t : Y — V tal que z(t(v, 7),v,7) =
0 para qualquer (v,7) € U. Isso nos permite, localmente, trocar as condigoes
iniciais (vg, (70, v0,70)) por (vo,70).



Pelo teorema de dependéncia continua em relagao as condigoes iniciais,
o ponto (vg, 7p) tem uma vizinhanca Uy tal que, para (v, 7) € Up:

&(t,v,7) >0, para 7 <t <7, (5)

z(te,v,7) <0 e |z(t,v,7) — x(t,v9,70)| < € para t € [t1,1a]. (6)
Por (5) e (6) temos que:

t < Tt (v,7) < ta.

Como t; e ty foram escolhidos arbitrariamente préximos de T (vg, 10),
concluimos que:

lim T (v,7) =T (vo, 7o), (7)

(v,7)—(vo,70)

isto é, T"(v,7) é uma fungdo continua para v > 0.
Usando a desigualdade triangular:

|X+(v,7') —X+(U0,7'0)|
= |X+(v,7') — X+(U0, 70) — z(t1,v,7) + x(t1,v,7) — x(t1,v0,70) + 2(t1,v0, T0)|
< |X+(v,7') —x(t1,v,7)| + |z(t1,v,7) — 2(t1,v0,70)| + |2(t1,v0,70) — X+(v0,7'0)|.

Por (7), existe uma vizinhanga Vy de (vg,79) tal que, se (v,7) € Vy,
entao:

| XT(v,7) — 2(ty,v,7)| < e

|X+(1)0,T0) — x(tl,v0,70)| <eg,

se t1 é suficientemente préximo de 7 e de 79.
E assim concluimos que X (v, 7) é continua se v > 0.
Tratamos até agora do caso 7/ < 0o. Se 7/ = oo, temos:

X+(Uo, T()) =0 = TJF(U[), TQ).

Pelo teorema de dependéncia continua em relagao as condigoes iniciais,
temos que para qualquer € > 0 e intervalo compacto [7,tg] C [r, 00, se (v, T)
estd suficientemente préximo de (vg, 79), entao:

|$(t,1}0,7'0) - x(t,U,T)’ <g,



para qualquer t € [7,tg], o que nos d& que Xt (v,7) e T"(v,7) sdo fungoes
continuas quando 7’ = co.

Nos resta mostrar, da primeira parte da proposicao, que X (v, 7) é uma
funcao continua em v = 0.

Provaremos por contradigdo. Suponhamos que exista uma sequéncia
{(vn, Tn) }nen convergindo a (0,7) tal que X (v,,7,) — a > 0. Aqui «
pode ser finito ou infinito.

Temos que:

Xt(v,7)= sup z(t,v,7) = sup  x(t,v, 7).
te(r,r!) te(r, T+ (v,7))

Podemos escolher uma sequéncia de tempos {t, }nen tal que:
2(tn, Vny Tn) o @ < @,

n—o0

onde podemos supor que o’ é um nimero real positivo.
No intervalo |7y, t,], ©(t, vn, ) € ndo crescente, pois & < 0, e entao:

0 < @(t,vn, ) < Up. (8)

Com isso, segue que:

tn
Bt s ) = / (s v )t < Ot — 7).
Tn

de onde:

SU(tna Un, Tn)

Un

ty — T =

n—oo OO7

pois vy, 5555t 0 € Z(tn, Un, Tn) 7 @, que é finito.

Entao podemos escolher ¢, tal que ¢, — 2 > 7,,. Dai, usando (8):

tn
/ (v )t = Bt s ) — (T O )
Tn
tn
(s Un ) :/ (s Vs 7 )t -+ (s Uy )
Tn

tn
= &(tn, Un, Tn) = &(Tn, Un, Tn) — Q(z(t, vy, ), t)dt
Tn
tn

= &(tp, Un, Tn) = Up — (x(t, v, ), t)dt € [0,vy).

Tn



Agora:

ln

tn
th — 2T > 1) = Q(z(t, vy, ), t)dt < Q(z(t, v, ), t)dt.

tn—2m Tn

Portanto:

tn tn
0< / Q(x(t, v, ), t)dt < Q(x(t, v, Tn), t)dt < vy w52
t

n—2T Tn
de onde temos que:
tn

lim Q(z(t, vy, ), t)dt = 0.

n—=oo Jy _on

0,

Consideremos t,t € [t, —2m,t,], com t < t. Pelo teorema do valor médio,

existe t' € [t, ] tal que:

l’(fa Un, Tni — f(t, = Tn) = ‘/t(t/7 Un, Tn)'

Mas, por (8) e como t — t < 27, temos:
|2 (t, vn, Tn) — (L, Up, )| < 2710,

Consideremos agora s € [0, 27|. Entao, pela desigualdade acima:
|2 (tn, Uny Tn) — Tt — 2T + 8, Up,y T )| < 270,

Logo:

lm |x(tn, vn, ™) — x(ty — 27 + S, Un, )| < lim 27w, =0,
n—oo n—oo

pois v, m=asr 0 e portanto, como x(t,, vn, ) 55 @, temos que:

lim x(t, — 27 +s,7,) = .
n—oo

A integral:

/ Qe (t, vy ) ),
t

n—2T

10



sob a mudanca de variavel u =t — t,, + 2w, serd escrita como:

2
(x(u+ty, — 2w, U, Tn), u + ty, — 27)du.
0

Como Q(z,t) é 2m-periddica em ¢, ficamos com:

2
(x(u+ty, — 2w, 0, Tn), u + ty, — 27)du
0
2m

= (z(u+ ty, — 2T, v, Tn), u + tn(mod27))du.
0

A sequéncia {t,(mod27)},en tem uma subsequéncia convergente em
[0,27]. Suporemos entao que a prépria sequéncia {t,(mod2m)},ecn converge
para tg € [0, 27].

Assim, por (9):

2T
0 = lim Q(z(u + ty, — 27, v, ), u + ty(mod2m))du

n—o0 0

2
= / lim Q(z(u+ t, — 27, vy, Tn), U + tn(mod2m))du
0

n—00
2w

= Q(d/,u+ tg)du.
0

Mas, como o > 0, entdo Q(c/,u + ty) > 0, qualquer ty € [0,27], o que
contradiz esta ultima igualdade. Assim, X (v,7) é uma fungiao continua
em v = 0.

Demonstremos agora a segunda parte da proposicao, por contradigao:

Suponhamos, atendendo as hipoteses de 2, que exista uma sequéncia

{(Un, Tn)}nEN tal que:
X+(Un77—n) oo OO,

n—oo

T (Vn, o) 5550 b < 00,

11



Consideramos, sem perda de generalidade, 7(mod27). Passando a uma
subsequéncia, se necessario, consideramos 7, — 79 € [0, 27]. Temos que:

T (vn,mn) Tt (vn,mn)
/ Q($(S,Un,Tn),8)d8 = _/ j(Sy'UnyTn)dS

n n

= -'i‘(Tm Un, Tn) - i’(T—i_(Um Tn), Un, Tn)

= Un p5e0r OO

Por outro lado, estamos supondo que Q(z,t) é limitado por uma cons-
tante C para qualquer (z,t) € R?, e daf:

n—o0

T (vn,Tn)
/ Q(x(s,vn, ), 8)ds < C(T (vn, Tn) — Tn) wmss C(b—10) < 00,

e temos uma contradicao.

Consideramos agora a média de Q(z,t), dada por:

1 27
Qo(z) = — Q(z,t)dt.

:27T0

Veremos que podemos obter boas informagoes sobre o comportamento
no infinito das solugoes de (2) através das solugoes de:

i = —Qolz). (10)

Lema 1 Se 4° ¢ satisfeita, entdo:

Qo(z) — Q(z,t)] < 2mi)(x).
demonstragao: Temos que:

1 2

— Q(x,t)dt — Q(:c,t)‘

271'0

[Qo(z) — Q(z,1)| =

_ '217TQ(:):, £)27 — Q(a, t)‘
= |Q($,t;p) - Q(x7t)| ,

12



para algum t, € [0,27]. Entao, utilizando o teorema do valor médio e
também 4° :

0Q(x,ty)

Qulo) - Qa0 = QL) - Q0] = | 225 (@)

Introduzimos agora a seguinte notacgao:

% + fooo Qo(z)dx, se Xt (v,7) = o0,
ht (v, 1) = (11)
fo () Qo(z)dz, se Xt(v,7) < oo.

Definimos:

= /000 Qo(x)dz

Quando (2) é uma equagao auténoma, isto é, quando Q(z,t) = Qo(x), a
férmula (11) coincide com a integral de energia:

Proposigao 3 A fungio h*(v,T) € continua para todo T e para todo v > 0
e satisfaz a desigualdade:

h(v)

2

2 00 e’}
% - 27T/ Y(x)dr < ht(v,7) < 5 + 277/ Y(x)de. (12)
0 0
Além disso, se existirem fungoes reais Q(x) e q(x) tais que:

0 < g(x) < Q1) < Q(x), (13)

entao:

13



demonstragao: No intervalo [r, 7" (v, 7)) a solugao de (2) ¢ monétona
crescente em t, pois &(t,v,7) > 0. Entao a equacao:

r(t,v,7) =7, T € (0,XT(v,7))
admite uma tnica solugao ¢ € (0,77 (v, 7)). Tomemos agora:

f(tayaUaT) = x(t,U,T) -y
Temos entao que:

af(t7 y7 v? T)

ot = i"(tvvaT”t:f?éO'

t=t

Entao, se ¥ € [0, X" (v, 7)), pelo teorema da funcao implicita, existem
abertostd CR3 eV C R, com (7,v,7) €U e com t € V, tais que existe uma
tnica fungao t : Y — V para a qual vale t(g,v,7) =te f(t(y,v,7),y,v,7) =
0, para qualquer (y,v,7) €U, et : U — V é diferencidvel em U.

Entao t ¢ diferencidvel em suas entradas, se § € [0, X" (v,7)), e é
continua se y € [0, Xt (v, 7)].

Calculemos a derivada de t(y, v, 7) com relagdo a y quando y percorre o
intervalo [0, Xt (v, 7)):

9x(t(y,v,7),v,7) Ot(y,v,7)
ot y

z(t(y,v,7),v,7) —y=0= =1,

0 que nos da:

Ot(y,v,7) _ (8m(t(y,v,7‘),v,7‘)>_1 1

oy ot - z(t(y,v,7),v,7) (15)

Temos que @(t(y, v, T),v,7) é continuaem 0 < y < X (v, 7), decrescendo
de v a 0 nesse intervalo. Seja:

2(t(y,v,7),v,7), se ye[0,XT(v,T)),
V(y,v,7) = (16)
0, se y € [XT(v,7),00).

Mostremos que V (y,v,7) é continua em y = X (v, 7).
Seja yo = X (vg,70) < 00 e € > 0. Como #(t(y,vo, 7o), vo, To) decresce

estritamente até 0 quando y cresce até yg, podemos escolher y; < yg tal que:

0< jj(t(yl,vo,To),Uo,To) < €.

14



Por continuidade das solugoes, existem uma vizinhanca Uy de (vg, 70) tal
que, se (v, 7) € Uy, entao:

0 < z(t(yr,v,7),v,7) < €.

O conjunto {(y,v,7) : y > y1, (v,7) € Up} é uma vizinhanca de (yo, vo, 70)
e V(y,v,7) < e nessa vizinhanga. Dessa maneira, V (y,v,7) é continua em
y= X1 (v,7) e, sendo assim, em todo o seu dominio.

Para 0 <y < Xt (v,7), V é diferencidvel em seus argumentos:

ov . 0 . . Ot(y, v,7)

ay - ay[x(t(y?v77—)’v’7-)] - fE(t(y,’U,T),’U,T) 8y .
Por (15):

v !

ay - _Q(y7t(yvv77—)) . (17)

T(t(y,v,7),v,7)
Definimos agora:
V(yw,m)? Y d 0.X+
2 +f0 QO(&) 57 se y € [ ’ (UaT))v
h+(yaU77_) = (18)
X+ (v,
LT Qo()ds,  se y e [XH(v,7),00).
Essa funcao é continua, ja que ambas fungoes que a definem sao continuas

e coincidem em y = Xt (v,7). E mais, h*(y,v,7) é diferencidvel em cada
uma das regioes de definigao. Derivemos, pois, h* (y, v, 7). Como:

(0) oV(y,v,7)*  di(t(y,v,7),v,7)°
' dy - dy
. ) ot
= 2x(t(ij77—)7lu,7—)x(t(y,/U77-)’,U77—)67y

= Qi(t(y,v,T),U,T) = _QQ(yvt(yvva))’

<z‘z‘>§y /0 " Qole)de = Quly)

15



ficamos com:

Ot (y,v,7) _ { Qo(y) — Q(y, t(y,v,7)), se y €0, X (v,7)), )

Py 0, se y € [X+(v,7),00).

Portanto, pelo lema 1, ficamos com:

Oh* (y,v, )
A <9
' o < 2m(y),
de onde:
0 + 0o + >
/ Eﬂl(y,v,r)dy‘g/ ‘ah(y”ﬂ dy§27r/ U(y)dy < oo,
0 dy 0 Ay 0

pois ¥(y) é integravel. Entao existe o limite:

Y Oht
lim ht(y,v,7) = hT(0,v,7)+ lim wdm
y—00 y—oo Jo Ox
* Oht(x,v,7T)
= Kt (0 —— .
A

Se em (18) fazemos y — oo, obtemos (11), ou seja:
ht(v,7) =limy oo K (y,v,7)

=2 4 XD 00() — Qy, ty, v, 7))]dy

Entao, utilizando novamente o lema 1:

2

W ,7) -5

X+(U,T)
/0 1Qoly) — Qy. t(y, v.7))dy

IN

Xt (v,7)
/0 Qo) — Qy, t(y, v,7)|dy

IN

| 1000) — Qv o,y < 25 [~ wtw)ay,
0 0

o que demonstra (12).
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Agora, por (20), se vale (13), ficamos com:

1)2

Xt (v,7) .
5 +/0 [Qo(y) — Q(y)]dy < h* (v, 7) <

02
2
o que demonstra (14).

Para simplificacao de alguns argumentos, lancaremos mao da simetria do
problema. Primeiramente, h*(v,7) e X (v, 7) tém perfodo 27 em 7, e para
x(t,v,7) ndés levamos em consideracao (3). Entao é natural considerarmos
T pertencente a [0,27]. A equagao (4) nos permite considerar v > 0, e,
como z(t,0,7) = X*T(0,7) = hT(0,7) = 0, nés podemos identificar todos
os pares (0,7) com a origem. Assim, é razoavel considerarmos v e 7 como
coordenadas polares em um plano que agora denotamos por P.

Um papel importante é desempenhado pela constante

3 = /0 " Qola)d,

pois o comportamento das solugoes depende do fato dessa constante ser ou
nao infinita. Dividimos entao o plano ® nos seguintes subconjuntos:

{0} ={(v,7) : v =0} = {(v,7) : KT (v,7) = 0},
RS‘ ={(v,7):0 < ht(v,7) < S},

5 = {(v,7) : h(v,7) = S}

Har ={(v,7): T (v,7) > S}.

Teorema 1 O conjunto R§ € aberto e ndo vazio, e se (v,7) € Ry a solugdo
associada x(t,v,T) retorna ao plano x = 0 pelo menos uma vez para t > T.
Se & = oo, entao todas as solugoes nao triviais de (2) sao oscilatorias. Se
$ < 00, entdo 1‘[6r é nao vazio e fechado e a solug¢ao x(t,v,7) € parabdlica
para (v,7) € Il . H € ndo vazio e aberto e a solugio x(t,v,T) € hiperbdlica
para (v,7) € Hy .
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demonstragao: Como h't(v,7) é continua, temos que R(')F e Har Sa0
abertos, enquanto Hg é fechado, ji que a pré-imagem de abertos (respec.
fechados) por fungdes continuas sao abertos (respec. fechados). Por (12),
temos que h™ (v, T) pode atingir valores arbitrariamente grandes, de onde,
se & < oo, R(')", H(T e Hg S840 nao vazios.

De (11), é claro que ht (v, T) > S se, e somente se, X T (v, 7) = co. Nesse
caso, ht(v,7) — § = %, de onde temos (v,7) € II = vy = 0, isto é, tais
pontos sao parabdlicos, e para os pontos de HO+ temos v > 0, ou seja, estes
sao pontos hiperbdlicos.

A solugao z(t,v,T) é nado trivial e retorna a x = 0 se, e somente se,
0< X*(v,7) < 00, isto é:

X+ (v,7)
0< ht(v,7) = / Qolx)de < S
0

Para a solugao trivial tem-se v = 0, e h* (v, 7) = 0. Seja agora J = co.
Neste caso, ® = {0} |J R{, e entdo toda solucdo que cruza = = 0 indo para
x > 0 retorna a z = 0, e pela simetria imposta por (4), toda a solu¢ao que
cruza x = 0 indo para z < 0 também retorna a x = 0, isto é, a solucao é
oscilatoria.

Corolério 1 O conjunto {0} |J Ra estd contido em um disco de raio (23 +
4 [ dm) , e num disco de raio (2 [;° Q(:c)da:)% se o lado direito de

13) for satzs eito. O conjunto contém um disco de raio (2 q(x)dx 2 se
0
o0 lado esquerdo de (13) for satisfeito.

demonstragao: Por (12), temos que:

<27T/ e

Como {0} U R = {(v,7) : 0 < hT(v,7) < ¥}, ficamos com:

1
2
S — %S /w dx:>v<(2\s+47r/ Y(x da:).

Se o lado direito de (13) for satisfeito teremos, por (14):

(v, 7)
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% / z)dz < W (v, 1) — /XWT)Q (z)da
S/X+(W)Q( )d:c—/OXﬂv’T) dx</ o
"o

dx:>v<</ Q(x dx>

Se o lado esquerdo de (13) for satisfeito teremos, por (14):

w\@

:1)2
2

IN

Xt (v,7) 02 Xt (v,7)
- [T Quleldr< - a(2)dz
0 2 0
Xt (v,7) X+ (v,7) ,02
= hT(v,7) - / Qo(z)dzx + q(z)dx < 5
0 0

0 X (v,7)
= W (0,7) — %wm+/ gla)dr < &
0 0

Em {0} JR{ temos que hJr (v,7) fo Qo(z)dz < 0. Entao, se (v,7) €
®\{0} U Ry, teremos h* (v, 7) fo Qo(z)dx > O e daf:

X (v,7)
> ht(v, 1) / Qo(x)dz +/ q(x)dx
1)2 X+t (v,7) ()
— 2/ q(z)dz 2/ q(z)dz
2 " Jo 0

e /qudx)%

0 que termina a demonstracao deste corolario.

v
2

Os resultados precedentes tratam do comportamento da solucao x(t, v, 7)
para t > 7. Definimos X~ (v',7’) como sendo o supremo do valor absoluto
de z(t,v',7") no intervalo maximal 7 < t < 7’ onde temos |z(t,v’,7")| # 0
(podemos ter 7 = —0), e T~ (v', 7/) como o instante em que a solugao atinge
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esse valor. Repetindo os argumentos, conseguimos resultados analogos também
para o passado, isto é, para t < 7. Vale notar, no entanto, que os concei-
tos de “mais”e “menos’nao sao indénticos. Em particular, h* (v, 7) nao é
necessariamente igual a h™ (v, 7). Aqui:

% + fooo Qo(x)dx, se X~ (v,7) = o0,
h™(v,7) = (21)
foxf(m) Qo(z)dx, se X~ (v,7) < o0.

Os conjuntos Rg , Har e Har também tém seus andlogos negativos Ry,
I, e Hy .

Definicao 2 A aplicacdo S : Rg — ®, chamada de aplicagdo primeiro
retorno, leva (v,7) € Ry em (v, 1) € ® de tal forma que:

z(t'v,7)=0, (' v,7)+v =0 (22)
ex>0paraT <t<T.

Observamos que, por (3), (v/,7’) é unicamente determinado e, por um
teorema de unicidade de solugbes de equacgoes diferenciais, a aplicacao S é
injetora.

Proposicao 4 X" o0S=X", hoS=h", T"0S=T".
demonstragao: Por (4) e por (22), temos que:
(v, 7)) = —x(t, -, 7)) = —x(t,v, 1),

de onde Xt (v,7) = X~ (v,7'), o que nos dd também que T (v,7) =
T (v, 7") e que:

N X', B X+ (v,7) L
h=(v',1") = Qo(z)dr = Qo(x)dr = h™ (v, 7),
0 0

o que demonstra esta proposicao.

Corolério 2 S(R{) = Ry
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demonstracao: Segue da equacdo h~ oS = h™ e da versdo “menos”do
teorema 1.

Proposicao 5 A aplicagao S : Rar — Ry € um difeomorfismo que pre-
serva o elemento de drea vdvdr em ®. Se definirmos S(0) = 0, entdo a
aplicagio S : Ry U{0} — Ry U{0} ¢ um homeomorfismo que preserva
vdvdT.

demonstragao: Definimos a seguinte aplicagao:

F: Rf xR, — R?
(v,7 0", 7)) = (2(r0,7), (7, 0,7) + )

Para essa aplicagao tem-se que:

Oz (' v,T) Oz (7' v,T)
oF(w,ro ) | e e
! -
8(1) ) T ) Ole(r' w,m)+v']  Oz(r v, )+
o’ o’

0 (7' v,7)
= = —a(r,v,7) =0 #0.

1 &' v,7)

Consideremos agora (v,7,7,7') tal que S(v,7) = (v/,7). Pelo jacobi-
ano acima e pelo teorema da funcao implicita, existem abertos & e V com
(0,7) €U e com (V,7') € V e existe uma tnica fun¢ao g : Y — V, com a
mesma classe de diferenciabilidade de F, tal que g(v,7) = (v/,7') e tal que
F(v,7,9(v,7)) = F(v,7,v,7) = (0,0).

Como ¢ é unica, temos que g = S. Como S ¢é bijetora, S é um difeomor-
fismo de Rar em Ry .

Pela proposi¢ao 2 a fungao X (v, 7) é continua para qualquer 7 e para
qualquer v > 0. Analogamente, prova-se que X ~ (v, 7) também o é.

Consideremos entao uma sequéncia {v,, Tnnen tal que v, == 0 e
Tn s To- Sabemos que X*(v,7) = 0 se, e somente se, v = 0. Seja
(v, 7)) = S(vn, ). Usamos que X = X~ o S. Entao:

(X_ o S)(Uan) = X+(Un77—n) =0 X+(O>TO) =0,

n—o0
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de onde:

X (S(vn, 1)) 552 0,

n—oo

o que significa que S(vy, ™) 7= 0, isto é, S(v,7) é uma funcao continua
na origem. Portanto, S: Ry J{0} — S : Ry J{0} é um homeomorfismo.
Agora nos falta somente provar que S preserva a area.

A equagao (2) é equivalente ao sistema canonico:

. OH
Xr = v
) (24)
R oOH
V= "%z
com a Hamiltoniana:
1)2 x
) =5+ [ Q. 0y (25)
0

Lancamos mao do seguinte teorema:

Teorema 2 (Poincaré-Cartan). Seja o sistema Hamiltoniano:

. _ OH
T = "y

)
_ _0OH
U= ox

Suponha que 1 e y2 sdo duas curvas envolvendo o mesmo tubo de tra-
jetorias do hamiltoniano acima. Entao a integral da forma vdr - Hdt € a
mesma ao longo de v1 e ya:

%vdaz—Hdt:% vdx — Hdt
7 Y2

Por esse teorema, a forma vdx — Hdt é preservada pelo fluxo. Este fluxo,
quando restrito ao plano x = 0, é a aplicagao S. E em z = 0 temos que essa
forma se reduz a —Hdt. Agora, por (25), temos que, restrita ao plano z = 0
tal forma reduz-se a:

1)2 0 1)2
—Hdt = — { +/ Q(y,t)dy] dt = ——dt,
2 " Jo 2

cuja derivada é o elemento de drea —vdv A dt.
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Sejaentdo G C Ry aregido limitada pela curva fechada v = {(v(a), 7()) :
a € [0,1)}, seja SG a regido limitada por Sy : {(v'(a), 7 () : a € [0,1)}
e seja p a area. O contorno IV = {(z,v,t) = (0,v'(a),7'(«))} é obtido a
partir de I' = {(z,v,t) = (0,v(),7(«))} por um deslocamento sobre as
trajetérias do sistema (24) (deslocamentos de diferentes magnitudes para
tempos diferentes). Usando o teorema 2, temos que:

2

w(G) = 7{ Ujdf = - ﬁ[vdw — Hdl] = — ?{,[vdx — Hdt] = f %dT’ = u(SG).

Sy

Entao S preserva a area.
|

Consideramos agora a possibilidade de diversas iteracoes da aplicacao
S(v,T).

Se S(v,7) = (v/,7') € R{, podemos falar de S?(v,7). A solugdo asso-
ciada x(t,v, T) entdo retorna a x = 0 ao menos 2 vezes para t > 7. Se, por
exemplo, (v,7) € STYHH N Ry), entdo (v/,7') € Hy , e portanto a solucio
z(t,v,7) retorna a x = 0 uma vez para t > 7 e entao diverge hiperbolica-
mente.

Para n > 1, definimos recursivamente:

H, =S5""(H, 1N Ry) Ht =2 Hy
ILr =S~ N Ry), " = UpZo Iy (26)
Ry =S (R, Ry, BT =z B0

e
H, = S(H, |NRy), H™ =2 Hy
II, = S(IL,_; N Ry), ™ = Uy I, (27)
R, =S(R,_ N Ry), R =2 R,

Nota-se que, se (v, 7) € H,;}, a solugao associada x(t, v, T) retorna n vezes
ao plano x = 0 e entdo diverge hiperbolicamente. Se (v,7) € I}, a solucao
x(t,v,7) retorna n vezes ao plano x = 0 e entao diverge parabolicamente.
Se (v,7) € R}, x(t,v,7) retorna pelo menos n + 1 vezes ao plano z = 0.
O conjunto H' é o conjunto de (v,7) tal que z(t,v,7) é hiperbdlica pra
para t — oo, II* é o conjunto de (v,7) tal que z(t,v,7) é parabdlica para
t — oo e RT ¢é o conjunto de (v, 7) tal que z(t, v, T) é oscilatdria para t — oo.
Analogamente para (27).
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Proposigao 6 Para todo n > 1 temos:

R:—l :R:UH;UHJ7

R, =R, UTl, UH,. (28)

A solugao x(t,v,T) € hiperbdlica, parabdlica ou oscilatoria para t — oo
(respec. para t — —oc) se, e somente se, (v,7) € HT ,IITou R* (respec.
(v,7) € H-,II" ou R~ ), respectivamente. Além disso:

o\{oy =mt ot JrT=H Ju (R

Os conjuntos H", H", H,;, H~, R} e R, sio abertos, II{ |J--- I,
eIl U---UIL, sdo fechados, IIt e II™ sao do tipo Fy e RT e R~ sio do
tipo Gj.

demonstragao: Apliquemos S na primeira equacao de (28):

S(RF,) = SwFJmiJH)
= SEHYsahHJ s,
= R e Uan ON) U () Hy)
= (R U JH ) (R -

Entao a primeira equagao de (28) é equivalente a:

S(szl) = (szl UHfH U H:erl) ﬂ RS- (29)

Vamos agora provar a primeira equagao de (28) por indugao finita, uti-
lizando sua equivaléncia com (29).
Paran =1, (29) é

S(Ry) = Ry,

que procede.
Suponhamos que a primeira equacao de (28) vale para n = j — 1. Mos-
tremos que (29) (que lhe é equivalente) vale para n = j:

Rf = S Ri(\Ry) =S Ut UHEHNR:)

= S(rRY) = (rRI U JHEH (R
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e isso prova (29) e, portanto, a primeira equagao de (28).
A segunda equacao de (28) demonstra-se de maneira analoga.
Temos que:

o\{0} = r{ (10 | JHy
Como R{ = Rf U U H;", por (28), ficamos entdo com:

o\{o} = rf |1 | JH g | JHS
Procedendo dessa forma sucessivamente, obtemos:

n

e\{o} = r; JJmH U &
k=0

k=0

Como R

411 C R, temos que:

R} = (n] R;.
k=0

Assim:
o\{o} = (N rHUMJ mhH Ul 7D
k=0 k=0 k=0
Como:

(JmhyJ #H < Joh Y 5,
k=0 k=0 k=0 k=0
ficamos com:
o\{o} = (N BHUMJ mh U #H-
k=0 k=0 k=0

E mais, se (v,7) ndo estd nem em (Jyo, I} e nem em |J3o, H, , entdo
(v,7) € R™. Entao podemos fazer:

o\{o} = (N rHUUJmhUJ #H) = rrJurJH*
k=0 k=0 k=0
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e, analogamente:
o\{0}=r" (T (JH" .

Os conjuntos Hy, Hy ', Ry e Ry sdo abertose S : Ry J{0} — Ry U{0}
¢ um homeomorfismo. Logo, por (26) e por (27), os conjuntos H,", HY, H,,
R} e R, sao abertos e os conjuntos R e R~ sdo do tipo Gs. O conjunto H(}L
é fechado em @, e entdo IIJ (| R, é relativamente fechado em Ry |J{0}, de
onde II = S™YII§ N Ry) ¢é relativamente fechado em S~(R; J{0}) =
Ry U{0}. Mas entdo IIJ JII] é fechado em @, ji que a fronteira de
Ry U{0} 6 II. Por inducdo IIj UIIF U UIL} é fechado, e entdao ITT
é do tipo Fj. De forma semelhante, mostramos que II; JII; UJ---JII;, é
fechado e que II~ é do tipo Fj.

Da proposigao acima, todos os conjuntos em (26) e em (27) sdo men-
surdveis segundo Lebesgue. A medida pu = vdvdr é absolutamente continua
com respeito a medida de Lebesgue, de onde os conjuntos em questao sao
mensuraveis com respeito a p.

Consideramos agora a decomposicao do plano ® gerada pelas partigoes:

o ={o}Jr* Ul mnJog Uil &l =S (30)

o= {0} Jr Y m1Jm Ul 71U H; - (31)

Nos conjuntos Har e Har a aplicagao S nao estd definida, e em Iy e H
a aplicacdo S~! nfo estd definida. InterseccSes de pares de elementos das
decomposicoes (30) e (31) sao feitas de acordo com o seguinte esquema:

Proposicao 7 Para todon >1 em > 0:
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SRR =R"(\R",  SRT(I,) =R (I,

(R*(\H,,) =R"(Hp.. SHI(\R)=H (R,

SH, (L) = H (\Tmys SHS(Hy) = H [V Hipyrs
LF\B) =1}, (\R, SO (I,) =1} (T,
(i ()

H) = Hi_l ﬂ Hy

demonstracao: Se uma dada solugdo z(¢,v, T) retornaria k vezes ao
plano x = 0 para t > 7, a solucao z(t,v’,7’), onde (v',7") = S(v, 1), retor-
nard k — 1 vezes ao plano x = 0 para t > 7/, o que faz com que S diminua os
indices dos conjuntos H, e Il das igualdades acima em 1. Analogamente,
se a solugao x(t,v, 7) retornaria k vezes ao plano x = 0 para t < 7, a solugao
s(t,v’,7") retornard k + 1 vezes para t < 7/, o que faz com que a aplicagdo
de S nos conjuntos H,, e Il aumente seus indices em 1. Os simbolos R, H
e II ndo mudam, pois o fato de irmos de um zero da solucao para outro nao
altera seu comportamento.

Teorema 3 Quase todas as solugdes que sdo oscilatorias para t — —oo
também o sdo para t — co. Quase todas as solucdes que sao hiperbolicas
ou parabdlicas para t — —oo também sao parabolicas ou hiperbdlicas para
t — o0.

demonstragao: Se § = oo, entao ®\{0} = R™ = R™, e temos a tese
demonstrada, pelo teorema 1.
Consideremos entao & < oco. Pelo corolario 1, R(J{ e Ry estao contidos

em discos de raios finitos. O mesmo vale para BT e R™, j4 que estes estao
contidos em Rar e R, respectivamente. Seja:

By, = R*(H,, | JIL,], m>o0.

Pela proposicao 7:
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S(Bm) = SR(H,, L) = S(RH (N s@H,, | J1L;,)
= R+ﬂ m+1UHm+1 m+1-

Como S preserva a area, temos que B, e By, tem a mesma area, de
onde u(By,) = pu(By), para quaisquer m,n > 0.
Notemos agora que:

By=R"(Hy | JI;] ¢ Hy [T c ®\Ry
e, param > 1:
B, C H,,| JTI,, = B, C Ry,
0 que nos da:
BomBm =, para m > 1.
Portanto, para k > m, temos:
Bi()Bm = S(Bi—1( | Bm-1) = S™(Bi—m [ | Bo) = ©. (32)
Mas:

[e.e]

UBn = rIU W, Jm,)) = s Ju)
= RT@\({0} [ JR ) =RN\R"

Entéo, utilizando (32):

p(RT\RT) U By) =Y u(Bp)

m=0

Conforme j4 observamos, BT e R~ estdao contidos em discos de raios
finitos, ou seja, p(R™\R™) < oo. Entao > - pu(Bp) < co. Disso, como
w(By,) = u(Bg), para quaisquer m,k > 0, devemos ter u(B,,) = 0, para
qualquer m > 0, isto é, u(RT\R™) = 0. Analogamente, mostramos que
u(R™\R™) =0.
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